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Потоковые модели для предприятий

с непрерывным циклом изготовления продукции

М.Х.Прилуцкий, В.Е.Костюков

Аннотация. В работе строится общая математическая модель проблемы планирования для предприятий с непрерывным циклом изготовления основной продукции, в рамках которой ставятся различные оптимизационные задачи планирования. Проводится исследование построенной математической модели, и предлагаются эффективные алгоритмы решения поставленных задач. Содержательное описание объекта соответствует реальным условиям Сургутского завода стабилизации конденсата ООО «Сургутгазпрома».

 1. Содержательное описание объекта

     Рассматриваются производственные системы с непрерывным циклом изготовления основной продукции,  в которых их сырья, под воздействием технологических режимов, изготавливаются продукты производства. Основными элементами рассматриваемых производственных систем являются:

· резервуарные парки, в которые поступает сырьё,
·  основные технологические установки, в которых сырьё перерабатывается в полуфабрикаты или готовую продукцию, 
· резервуарные парки для  полуфабрикатов,

· резервуарные парки отгрузки готовой продукции, 
· коммуникации (трубопроводы), соединяющие между собой ёмкости резервуарных парков с технологическими установками.
     Резервуарные парки состоят из ёмкостей различных вместимостей, причем для каждой емкости заданы как ограничения сверху (максимальный объём продукции, который в эту ёмкость может быть помещен), так и снизу (остатки – обеспечивающие требуемое давление для работы насосов). Технологические установки состоят из технологических «ниток», работающих параллельно. Для каждой технологической нитки известна ее производительность, зависящая от применяемых технологических режимов. Предполагается, что каждая технологическая нитка может выпускать продукцию (или полуфабрикат) в заданных объёмах, причем, любые значения выбранных объёмов продуктов, заключенных между минимально-допустимыми и максимально-возможными, могут быть реализованы за счет использования тех или иных технологических режимов работы технологических ниток. Коммуникации (трубопроводы) характеризуются ограниченными пропускными способностями – минимально-допустимыми и максимально-возможными объёмами продукции, которые в единицу времени могут быть переданы по этим коммуникациям. 
     Рассматриваемые производственные системы функционируют по следующей схеме. Сырье поступает в резервуарные парки  для сырья, откуда по трубопроводам в технологические нитки основных технологических установок. В технологических установках, под воздействием технологических режимов, из поступающего сырья производятся продукты производства или  (и) полуфабрикаты. Полуфабрикат поступает в ёмкости резервуарного парка для полуфабрикатов, откуда по трубопроводам на установки переработки полуфабриката в  продукты производства. Продукты производства по трубопроводам поступают в ёмкости резервуарного парка отгрузки готовой продукции, откуда готовая продукция отправляется потребителям. 

     Специфика рассматриваемых производственных систем заключается в том, что:

· не существует  ни одной коммуникации, соединяющей два различных элемента системы,  по которой в планируемом периоде протекают различные продукты, 
· любые значения выбранных объёмов продукции, заключенных между минимально-допустимыми и максимально-возможными, могут быть реализованы за счет использования тех или иных технологических режимов работы технологических ниток    основных установок.

     Эти условия   позволяет моделировать рассматриваемые производственные системы в виде систем распределения однородного ограниченного ресурса в многоуровневых иерархических структурах  с интервальными ограничениями на объёмы распределяемого ресурса  [1-2].
     Рассматривается многоуровневая иерархическая система, в которой распределяется однородный ресурс. Элементы системы делятся на источники ресурса (ёмкости резервуарных парков для сырья), передающие элементы (ёмкости резервуарных парков для полуфабрикатов, технологические нитки основных установок и коммуникации, связывающие резервуарные парки с основными технологическими установками), потребители ресурса (ёмкости резервуарных парков отгрузки готовой продукции). Каждый элемент системы характеризуется минимальным и максимальным объёмом ресурса, который он распределяет (источники ресурса), передает (промежуточные передающие элементы) или потребляет (потребители ресурса). Выделяется некоторый период планирования (месяц, день, смена),  для которого должна решаться задача.  Минимальные и максимальные объёмы, соответствующие элементам системы, должны быть приведены к рассматриваемому периоду, т.е. предполагаются  известны эти границы на месяц, день, смену  - на тот период, на который решается задача. Любое значение между минимальным и максимальным объёмами для каждого элемента системы должно быть реализуемо, за счет использования тех или иных режимов работы установок основного производства. 
     Требуется найти такое решение задачи распределения  ресурсов, при котором рассматриваемая производственная система будет функционировать эффективно. Условия эффективности   формализуются в виде критериев оптимальности, которые могут  задаваться по-разному, в зависимости от конкретных условий функционирования производственных систем.

2. Математическая модель
     Будем моделировать систему распределения однородного ограниченного ресурса ориентированным графом без петель G(V,E), E(V2 . Каждому элементу системы поставим в соответствие вершину графа. На множестве V, |V|=N, вершин графа зададим разбиение V=Vs(Vt(Vu, где

     Vs  – множество вершин, соответствующих источникам ресурса (ёмкости резервуарных парков для сырья),

     Vu  – множество вершин, соответствующих потребителям ресурса (ёмкости резервуарных парков отгрузки готовой продукции),

     Vt – множество вершин, соответствующих элементам, передающим ресурс (ёмкости резервуарных парков для полуфабрикатов, технологические нитки основных установок и коммуникации, связывающие резервуарные парки с основными технологическими установками).

     Обозначим через:
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     Пусть xi, i(V, - количество ресурса, соответствующее i-му элементу системы (количество "распределяемого" ресурса для источника, "передаваемого" ресурса для передающих элемента и "потребляемого" ресурса для потребителя ресурса). Исходя из природы распределяемого ресурса (минимальные и максимальные объёмы ресурса), величины xi могут быть ограничены как сверху, так и  снизу:


0 ( Ai( xi( Bi<(, i(V.

(1)

      Обозначим через yij количество ресурса, передаваемое по дуге (i,j) (количество продукта, передаваемого по системе трубопроводов, соединяющих соответствующие элементы производственной системы) (i,j)(E. Каждой дуге поставим  в соответствие величины lij и cij, соответственно, нижняя и верхняя границы сегмента допустимых значений yij (ограниченные пропускные способности системы трубопроводов, соединяющих соответствующие элементы производственной системы),  (i,j)(E. Тогда ограничения на величины ресурса, передаваемого по дугам, определяются системой ограничений:


0 ( lij( yij ( cij<(, (i,j)(E.

(2)

     В вершинах должны выполняться естественные условия сохранения ресурса. 
     Для вершин - потребителей ресурса и передающих элементов, количество ресурса им соответствующее, должно равняться суммарному объёму ресурса, который поступит в эти вершины:
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     Для элементов – источников ресурса и передающих элементов, количество ресурса им соответствующее, должно равняться суммарному объёму ресурса, который будет отправлен из этих элементов системы:
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     Из условий (3) и (4) следует, например, что для передающих элементов весь поступивший в них ресурс будет передан непосредственно следующим за ними элементам системы. 

     Общая проблема распределения однородного ограниченного ресурса в многоуровневых иерархических системах заключается в определении таких величин  xi, i(V, и yij, (i,j)(E, для которых выполняются ограничения (1)-(4) и принимают экстремальные значения критерии оптимальности, определяющие эффективность функционирования системы.

3. Исследование математической модели
     В работе [2] исследована модель системы распределения однородных ресурсов древовидной структуры. Для проверки совместности системы ограничений в этом случае разработан метод приведенных границ, имеющий линейную временную оценку. С другой стороны, в работе [1] излагаются методы решения оптимизационных задач распределения ресурса общего вида, для корректной работы которых требуется определять совместность системы двусторонних линейных неравенств  транспортного типа. В общем случае для проверки совместности систем нестрогих неравенств могут быть использованы классические результаты общей теории линейных алгебраических неравенств (например, теоремы С.Н.Черникова и А.Д.Александрова [3]). Трудоемкость проверки условий этих теорем экспоненциальная ввиду необходимости поиска ненулевого минора в матрице ограничений системы, и, следовательно, эти методы лишь ограниченно применимы на практике. Для рассматриваемой математической модели транспортная специфика ограничений (1)-(4) позволила построить для исследования совместности таких систем полиномиальные процедуры, основанные на потоковых алгоритмах, разработанных для транспортных сетей [4].

     Произведем модификацию исследуемой системы распределения ресурса. Добавим узел i0 с ограничениями на количество ресурса 
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. В расширенной таким образом сети все узлы становятся передающими, и задача отыскания допустимого решения системы (1)-(3) сводится к задаче нахождения циркуляции, или стационарного потока ([4]), в сети с дуговыми и узловыми ограничениями. Пусть X – произвольное подмножество V, а 
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     Для того, чтобы система ограничений 
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lij ( xij ( cij, (i,j)(E, 
                                                                      (6)


была совместна, необходимо и достаточно, чтобы для каждого  X, X (V, выполнялось неравенство 
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     Очевидно, что непосредственная проверка истинности условий этой теоремы имеет также экспоненциальную вычислительную сложность, поскольку требует перебора 
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 подмножеств узлов системы. Однако для практической проверки совместности системы и построения допустимого решения может быть применен  метод расстановки пометок [4], вычислительная сложность которого полиномиально зависит от количества узлов в исходной системе. Более эффективным для проверки на совместность системы ограничений (5)-(6) является   модифицированный метод расстановки пометок [5], принимающий в расчет узловые ограничения системы. Суть модификации заключается в следующем. Пометка, присваиваемая очередному просматриваемому узлу, содержит номер предыдущего узла в искомой цепи и две вещественные величины, представляющие возможное увеличение потока на "входе" и "выходе" узла. В зависимости от направления дуги, соединяющей рассматриваемый узел с текущим помеченным узлом, одна из этих величин отражает потенциальное увеличение потока по этой дуге, а вторая – увеличение потока через узел.

Замечание. 

     Применение классического метода расстановки пометок для решения задачи с ограничениями на дугах и в узлах предполагает дополнительное преобразование сети. Каждый узел i разбивается на два узла i' и i” без ограничений, соединенных дугой (i’,i”) с ограничениями li’i”=Ai, ci’i”=Bi. Узел i’ наследует все входящие дуги узла i, а узел i” – все исходящие. После этого в задаче остаются только ограничения на дугах.

4. Оптимизационные задачи планирования

     Рассмотрим задачу оптимального распределения однородного ресурса в сети общего вида.

     Среди элементов системы выделим "контролируемые", т.е. те элементы, которые определяют условия эффективного функционирования рассматриваемой системы. Множество «контролируемых» элементов обозначим через K, K(V, |K|=k.

     Каждый из контролируемых элементов системы i, i(K, определяет на заданном сегменте [Ai,Bi] бинарное отношение “(”, отражающее его предпочтения относительно объёма ресурса, который он будет распределять, передавать или получать. В общем виде эти бинарные отношения могут быть заданы с помощью функций  предпочтения (i(xi) таких,  что для двух величин xi1,xi2([Ai,Bi],  xi1( xi2, если  (i(xi1)<(i(xi2)​, i(K.

     Задача распределения однородного ресурса в системах сетевой структуры  заключается в отыскании  такого допустимого решения системы (1)-(4), при котором функции предпочтений принимают экстремальные значения:

(i(xi)( opt,
i(K.


(7)

     Полученная задача (1)-(7),(7) является многокритериальной задачей с линейными ограничениями и критериями, вид которых определяется функциями предпочтений.


Кусочно-постоянные функции

     Как и в [1] представим предпочтения контролируемых элементов кусочно-постоянными функциями (i(xi,si0,…,
[image: image15.wmf]p
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), определенными на множестве [Ai,Bi], i(K, со значениями из множества {0,1,…,p}, где si(, (=0,1,…,p, - совокупность вложенных друг в друга сегментов, si((si(+1, sip=[Ai,Bi], причем (i(xi,si0,…, sip)=t, если xi(sit и xi(sit-1. Задача заключается в определении допустимого решения системы (1)-(4), на котором функции предпочтений принимают минимальные значения.

     При таком способе задания предпочтений в качестве компромисса используется строгий порядок на множестве контролируемых элементов, что дает возможность применения простой и эффективной схемы поиска оптимального решения.

     Поставленную задачу распределения ресурсов  можно разбить на две подзадачи. Первая заключается в определении существования допустимого решения системы (1)-(4). Вторая состоит в определении среди допустимых решений наилучших с точки зрения заданных критериев.


Лексикографическое упорядочивание и двоичный поиск

     Рассмотрим k-мерный (p+1)-ичный куб. Каждая вершина  куба определяется k‑мерным вектором 
[image: image16.wmf]r

, i-ая компонента которого принимает значения из множества {0,1,…,p}, i=1,...,k, причем нумерация контролируемых элементов отражает порядок убывания значимости элементов с точки зрения системы, заданный на множестве K. Вершине куба 
[image: image17.wmf]r

 поставим в соответствие систему линейных алгебраических  неравенств, полученную из исходной системы (1)-(4) заменой сегментов допустимых значений для контролируемых элементов на соответствующие ограничения из систем вложенных сегментов. 

     Вектора, соответствующие вершинам куба, лексикографически упорядочиваются, и решение задачи сводится к нахождению наилучшей среди вершин, которым соответствуют совместные системы неравенств. При дихотомическом поиске вычислительная сложность предложенного метода имеет порядок O(klog2(p+1)).

Замечание
     На практике возможен случай, когда количество контролируемых элементов k много больше, чем количество вложенных сегментов (p+1). Тогда возможно применение алгоритма поиска с другой оценкой вычислительной сложности.

     Рассмотрим среди всех вершин куба только такие, для которых rj(ri, если j(i. Тогда поиск наилучшей в смысле порядка ( вершины куба, соответствующей совместной системой неравенств, можно производить следующим алгоритмом за p+1 шагов. На первом шаге определяем путем двоичного деления наилучшую вершину среди вершин  с m0 первыми компонентами вектора равными 0 и остальными – равными p. На следующем шаге фиксируем значения m0 первых компонент и ищем наилучшую вершину с совместной системой неравенств среди вершин  вида (r1=0,...,rm0=0,rm0+1=1,...,rm1=1,rm1+1=p,...,rk=p). И так далее до p.

Так как на каждом шаге выполняется порядка O(log2k) операций, то общая трудоемкость этой модификации алгоритма поиска наилучшей вершины O(plog2k).

     Недостатком предложенного  метода можно считать сужение множества рассматриваемых вершин, однако, то ограничение, что более приоритетный элемент системы должен находиться в более предпочтительных условиях, представляется вполне естественным.
Линейные и квадратичные критерии
     Функции предпочтений для контролируемых элементов системы могут быть линейными или квадратичными. При использовании аддитивной свертки критериев они порождают, соответственно, задачи линейного и квадратичного программирования, которые могут решаться классическими  методами математического программирования (см., например, [5]). Однако, полученные в данной работе результаты,  позволяют применить для решения таких задач метод, основанный на дискретизации сегментов возможных значений критериев, соответствующих контролируемым элементам системы.  При условии выпуклости функций предпочтения (например, линейные и квадратичные функции), метод дискретизации сегментов возможных значений критериев  строит систему вложенных сегментов,  что позволяет, моделируя систему многомерным  многозначным кубом, осуществлять решение задачи эффективными процедурами, имеющими приведенные выше оценки вычислительной сложности. 

Заключение
     В работе рассматриваются оптимизационные задачи планирования для предприятий с непрерывным циклом изготовления основной продукции. Рассматриваемые производственные системы моделируются  в виде систем распределения однородного ограниченного ресурса в многоуровневых иерархических структурах  с сегментными ограничениями на объёмы распределяемого ресурса. Среди элементов системы выделяются контролируемые, т.е. те элементы, которые определяют условия эффективного функционирования системы. Каждый из контролируемых элементов определяет на соответствующем ему  сегменте бинарное отношение, отражающее его предпочтения относительно объёма ресурса, который он будет распределять, передавать или получать. При различных представлениях  предпочтений контролируемых элементов (линейные, квадратичные, кусочно-постоянные функции, лексикографическое упорядочение) предлагаются эффективные процедуры решения поставленных задач.  Содержательное описание объекта соответствует реальным условиям Сургутского завода стабилизации конденсата ООО «Сургутгазпрома».
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